
P��semn�a zkou�ska z Matematiky I pro IES FSV UK (A)

ZS 2019-2020

P�r��klad 1 : Spo�t�ete limitu posloupnosti:

lim

n→∞

√
n2 + n− 4

√
n4 + n3√

n2 + 3n− 3

√
n3 + 2n

(12 bod�u)

P�r��klad 2 : Spo�t�ete limitu:

lim

x→0

(

1 + osx− os

2 x
)

1√
1+x

2

−

√
1−x

2

(12 bod�u)

P�r��klad 3 : Vy�set�rete spojitost (v�etn�e jednostrann�e spojitosti) a spo�t�ete derivai funke

f(x) = max{x, 1− x2, (x− 1)

2}

ve v�seh bodeh, v nih�z existuje (v�etn�e jednostrann�yh deriva��, neexistuje-li oboustrann�a).

(9 bod�u)

P�r��klad 4 : Vy�set�rete pr�ub�eh funke

f(x) = 4

√

|x4 − 5x2 + 4|. (17 bod�u)
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P�r��klad 1:

1

6

P�r��klad 2:

√
e

P�r��klad 3: Df = R, f je spojitá na R. f ′
(x) =















2(x− 1), x ∈ (−∞, 0) ∪ (

3+

√
5

2

,+∞),

−2x, x ∈ (0,
√
5−1

2

),

1 x ∈ (

√
5−1

2

, 3+
√
5

2

);

f ′
−(0) = −2, f ′

+

(0) = 0, f ′
−(

√
5−1

2

) = 1−
√
5, f ′

+

(

√
5−1

2

) = 1, f ′
−(

3+

√
5

2

) = 1, f ′
+

(

3+

√
5

2

) = 1 +

√
5.

P�r��klad 4: Df = R, f je spojitá na R, f je sudá, dal¹í údaje uvádíme na 〈0,+∞). f(0) =
√
2,

limita v +∞ je +∞. Derivae existuje pro x 6= ±1,±2, f ′
−(1) = −∞, f ′

+

(1) = +∞, f ′
−(2) = −∞,

f ′
+

(2) = +∞. f je klesajíí na 〈0, 1〉, rostouí na 〈1,
√

5

2

〉, klesajíí na 〈
√

5

2

, 2〉 a rostouí na

〈2,+∞). V bodeh 1 a 2 jsou minima (globální, hodnota 0, v bodeh 0 a

√

5

2

jsou lokální maxima

(f(

√

5

2

) =

√

3

2

). Obor hodnot je 〈0,+∞). f je ryze konkávní na intervaleh 〈0, 1〉 (ze sudosti na

〈−1, 1〉), 〈1, 2〉 a 〈2,+∞). Inexní body nemá. Asymptota v +∞ je y = x.
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P��semn�a zkou�ska z Matematiky I pro IES FSV UK (B)

ZS 2019-2020

P�r��klad 1 : Spo�t�ete limitu posloupnosti:

lim

n→∞
n ·

n

√

n2n + (2n)n

n

√

n3n + (3n)n
(12 bod�u)

P�r��klad 2 : Spo�t�ete limitu:

lim

x→π

4

(

2 sin

2 x
)

1

sin x−os x

(12 bod�u)

P�r��klad 3 : Vy�set�rete spojitost (v�etn�e jednostrann�e spojitosti) a spo�t�ete derivai funke

f(x) = artg(x− 1) ·
∣

∣

∣

∣

artg

2 x− π2

16

∣

∣

∣

∣

ve v�seh bodeh, v nih�z existuje (v�etn�e jednostrann�yh deriva��, neexistuje-li oboustrann�a).

(9 bod�u)

P�r��klad 4 : Vy�set�rete pr�ub�eh funke

f(x) = x · exp
(

1

x2 − 2

)

. (17 bod�u)
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P�r��klad 1: 1 (lze pou¾ít vìtu o poliajteh)

P�r��klad 2: e
√
2

P�r��klad 3: Df = R, f je spojitá na R. f ′
(x) =

∣

∣

artg

2 x−π
2

16

∣

∣

1+(x−1)

2

+ artg(x − 1) · sgn
(

artg

2 x− π2

16

)

· 2 artgx

1+x2
pro

x ∈ R \ {−1, 1}. f ′
−(−1) =

π
4

artg 2, f ′
+

(−1) = −π
4

artg 2, f ′
(1) = 0.

P�r��klad 4: Df = R \ {−
√
2,
√
2}, f je spojitá v ka¾dém bodì Df . f je lihá, proto vìt¹inu údajù uvádíme na

〈0,+∞) (tedy na 〈0,
√
2) ∪ (

√
2,+∞). f(0) = 0, limita v

√
2 zleva je nula, zprava +∞, limita v +∞ je +∞. Funke

f je rostouí na 〈0,
√

3−
√
5〉 (díky lihosti tedy na 〈−

√

3−
√
5,
√

3−
√
5〉), klesajíí na (

√

3−
√
5,
√
2), klesajíí

na (

√
2,
√

3 +

√
5〉, rostouí na 〈

√

3 +

√
5,+∞). V bodì

√

3−
√
5 je lokální maximum, v bodì

√

3 +

√
5 je lokální

minimum. Hf = (−∞,−f(
√

3 +

√
5)〉 ∪ 〈−f(

√

3−
√
5), f(

√

3−
√
5)〉 ∪ 〈f(

√

3 +

√
5),+∞) (není tì¾ké ovìøit, ¾e

f(
√

3 +

√
5) > f(

√

3−
√
5)). Funke f je konkávní na 〈0,

√√
21− 3〉, konvexní na 〈

√√
21− 3,

√
2), konvexní na

(

√
2,+∞); inexní body jsou 0,

√√
21− 3 (a −

√√
21− 3). Asymptota v +∞ je y = x.
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P��semn�a zkou�ska z Matematiky I pro IES FSV UK (C)

ZS 2019-2020

P�r��klad 1 : Spo�t�ete limitu posloupnosti:

lim

n→∞

(

1 +

1

n

)

99 −
(

1 +

3

n

)

33

(

2 +

1

n

)

99 −
(

8 +

12

n

)

33

(12 bod�u)

P�r��klad 2 : Spo�t�ete limitu:

lim

x→0+

x4x + (4x)x − 2

(2x)x − 1

(12 bod�u)

P�r��klad 3 : Vy�set�rete spojitost (v�etn�e jednostrann�e spojitosti) a spo�t�ete derivai funke

f(x) = (x3 − 2x2 + x) ·
[

4

π
artg x

]

[. . . ℄ znamená elou èást

ve v�seh bodeh, v nih�z existuje (v�etn�e jednostrann�yh deriva��, neexistuje-li oboustrann�a).

(9 bod�u)

P�r��klad 4 : Vy�set�rete pr�ub�eh funke

f(x) = artg

2

x
+ log(x2 + 4)− x

4

. (17 bod�u)
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ZS 2019-2020

P�r��klad 1:

1

2

97

P�r��klad 2: 5

P�r��klad 3: Df = R. f je spojitá v ka¾dém bodì R \ {−1} (spojitost v bodeh R \ {−1, 0, 1} je

zøejmá, spojitost v bodeh 0 a 1 je tøeba dokázat zvlá¹»); v bodì −1 je f spojitá zprava a nespojitá

zleva. f ′
(x) =



















−6x2 + 8x− 2 x ∈ (−∞,−1),

−3x2 + 4x− 1 x ∈ (−1, 0),

0 x ∈ (0, 1),

3x2 − 4x+ 1 x ∈ (1,∞).

f ′

−
(−1) = −∞, f ′

+

(−1) = −8,

f ′

−
(0) = −1, f ′

+

(0) = f ′
(1) = 0.

P�r��klad 4: Df = R \ {0}, f je spojitá v ka¾dém bodì Df . f není sudá, lihá ani periodiká

(periodiká není kvùli tvaru Df ; sudì ani li¹e na první pohled nevypadá, ¾e skuteènì není ani sudá

ani lihá, plyne z vlastností zji¹tìnýh ní¾e). Limita v −∞ je +∞, limita v 0 zleva je −π
2

+2 log 2,

limita v 0 zprava je

π
2

+ 2 log 2, limita v +∞ je −∞. f je klesajíí na (−∞, 0), klesajíí na (0, 2〉,
rostouí na 〈2, 6〉 a klesajíí na 〈6,+∞). V bodì 2 má lokální maximum a v bodì 6 má lokální

in�mum. Hf = R. f je konkávní na (−∞, 1−
√
5〉, konvexní na 〈1−

√
5, 0), konvexní na (0, 1+

√
5〉

a konkávní na 〈1 +
√
5,+∞. Inexní body jsou 1−

√
5 a 1 +

√
5. f nemá asymptoty.

Graf:
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P��semn�a zkou�ska z Matematiky I pro IES FSV UK (D)

ZS 2019-2020

P�r��klad 1 : Spo�t�ete limitu posloupnosti:

lim

n→∞

(

3

√

n4 + 3

√
n− 3

√
n4

)

(

[

3

√
n+ 1

]

+

[

2

3

√
n− 1

]

+ · · ·+
[

n 3

√

n+ (−1)

n+1

])

,

kde [. . . ℄ znamená elou èást

(12 bod�u)

P�r��klad 2 : Spo�t�ete limitu:

lim

x→0

√
osx− 3

√

1 + sin

2 x

log osx
(12 bod�u)

P�r��klad 3 : Vy�set�rete spojitost (v�etn�e jednostrann�e spojitosti) a spo�t�ete derivai funke

f(x) =
(

arotg x− π

4

)

· 3

√

sin

2

(π

4

x
)

− 1

2

ve v�seh bodeh, v nih�z existuje (v�etn�e jednostrann�yh deriva��, neexistuje-li oboustrann�a).

(9 bod�u)

P�r��klad 4 : Vy�set�rete pr�ub�eh funke

f(x) =
sinx− 1

2

sinx+

3√
2

. (17 bod�u)
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ZS 2019-2020

P�r��klad 1:

1

6

(lze pou¾ít vìtu o poliajteh)

P�r��klad 2:

7

6

P�r��klad 3: Df = R, f je spojitá na R. f ′
(x) = − 1

1+x2
3

√

sin

2

(

π
4

x
)

− 1 + (arotgx − π
4

) · π
6

·
sin

(

π

4

x
)

os

(

π

4

x
)

3

√

(

sin

2

(

π

4

x
)

− 1

2

)

2

pro x ∈ R \ {2k + 1, k ∈ Z}; f ′
(2k + 1) = +∞ pro k > 0 lihé a k < 0 sudé,

f ′
(

2k + 1) = −∞ pro k > 0 sudé a k < 0 lihé, f ′
(1) = 0.

P�r��klad 4: Df = R, f je spojitá na R, f je 2π-periodiká, lihá ani sudá není (nevypadá

tak, ¾e taková skuteènì není, plyne z vlastností uvedenýh ní¾e). Zkoumáme tedy na inter-

valu 〈0, 2π〉 (na tomto intervalu uvádíme pøíslu¹né vlastnosti funke, vlastnosti na R se pak

získají z periodiity). f(0) = f(2π) = −
√
2

6

. f je rostouí na 〈0, π
2

〉, klesajíí na 〈π
2

, 3
2

π〉,
rostouí na 〈 3

2

π, 2π〉. V bodì

π
2

je maximum (globální), v bodì

3

2

π je minimum (globální).

Hf = 〈f(3
2

π), f(π
2

)〉 = 〈− 3

√
2

2(3−
√
2)

,
√
2

2(3+

√
2)

〉. f je konvexní na (

5

4

π, 7
4

π), konkávní na (0, 5
4

π) a

na (

7

4

π, 2π). Inexní body jsou

5

4

π a

7

4

π. f nemá asymptoty.
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